MINISTERUL,, EDUCATIEI SI CERCETARII

Gabriela Streinu-Cercel Gabriela Constantinescu Gabriela Oprea Manuela Prajea

Boris Singer  Gheorghe Stoianovici ~ Costel Chites loan Marinescu Romeo Iie

Manual pentru clasa a Xl-a

M1

» Filiera teoretica, profil real,
specializarea matematica-informatica

» Filiera vocationala, profil militar MApN,
specializarea matematica-informatica

@ SIGMA


https://www.libris.ro/carte/matematica-m1-clasa-11-manual-gabriela-streinu-cercel-gabriela-constantinescu/924489

Matrice

Sisteme de ecuatii
liniare si determinanti

Multimea numerelor
reale. Functii reale.
Siruri de numere reale

Limite de functii

Continuitatea
functiilor

Derivabilitatea
functiilor

Reprezentarea
grafica a functiilor

1 PO TIUGATI. . o ioe forb bkt e nn e bpwe oo B Ao ke AL s £08 o i bk o e 8 e BT A 3
2. Tabel de tip matricial. Matrice, multimi de matrice.
Operatii cu matrice: adunarea, inmultirea unei matrice cu scalar ................. 8
3. Operatii cu matrice: TIMUITEa........oovicirirri s 13
4. Sisteme de ecuatii HIHArE ........ooooorreeriiiniinies s 20
5. Determinanti de OTQIN 71 ....ooooviveiiieiniii st 27
6. Proprietatile determinantilor ... 30
7. Rangul unei matrice. Matrice inversabila ... 35
8. Sisteme liniare de m ecuatii cu » necunoscute, n < 7R SR T e TS 41
9. Interpretarea geometrica a sistemelor liniare cu doud necunoscute ........... 49
1. Multimi de puncte pe dreapta T€ald.........ocoovieiniiiciiinmiiiinses 53
2. Functii reale de variabild reald ... 59
3. Notiunea de sir. Siruri monotone. Siruri TATZIIILE ... . ovs s bpebhvaigsmasinseismas 70
4, LAMIA UIUE SIT 11p.cecioereionseresesanstssniestiesssnssnmandsissancoesssissshomassassaranatinaesinsnsaes 74
5. Convergentd $i MAMZIMITS .......covueuirmiirmmissie b e 80
6. Operatii cu siruri care au limita. Siruri remarcabile ... 84
7. Calculul limitelor in cazuri de nedeterminare ............coccovveiviinimmnrensreenes 90
1. Limita unei functii intr-un punct. Limite laterale ..o 100
2. Operatii cu limite de functii. Limitele functiilor elementare ............c.c..... 106
3. Criterii de existentd a limitei unei funcii .........cocooeieiiiiirnis 114
4. Metode de eliminare a nedeterminarilor ........cooooviniiiiiiiiinsneniiees 117
5. Asimptotele unei functil ..o s 123
1. Continuitate punctuald; puncte de discontinuitate;
continuitate pe un interval. Operatii cu functii CONEINUE. ..ol iiinisssasaais ines 129
2. Studiul existentei solutiilor reale ale unor ecuatii si semnul
unei functii continue pe un interval ... 137
1. Functii care admit derivata. Functii derivabile ......ooocceiiiiiiiiniiii e 144
2 Derivate laterale. Derivatele unor functii elementare ... 149
3. Operatii cu functii derivabile. Derivate de ordinul al doilea ......c.cccocrcrne. 156
4. Proprietati generale ale functiilor derivabile pe un interval ............c.. 167
5. Calculul unor limite de functii cu ajutorul derivatelor .......ccouresreenn 176
6. Rolul derivatei de ordinul intai in studiul functiilor .........ccocoiiicnnneess 179
7 Rolul derivatei de ordinul doi in studiul functiilor ........ccocviiiivirccine. 186
1. Reprezentarea graficd a FUNCHILOT ..cvveceeiveneneise st 192
2. Aplicatii ale unor proprietéti locale sau globale ale functiilor.................. 203
3. Rezolvarea grafica a unor ecuatii. Sirul lui ROl s e i s 205
4. Reprezentarea graficd a conicelor (cerc, elipsa, hiperbold, parabold) .....209
222



T U ; o8 -
Flementede ca

de

f 28

S1 Sisteiiie

€

1. Permutari

|

Icul v

L
|

- & ‘I:- B0 i I £ |
1AL ICEIA )

ecuatii liniare TE. 4

AN j\ Cu elementele unei multimi finite se pot forma mai multe permutari. De exemplu, (2, 3, 5, 4, 1),
E ) (2, 1,3.4,5). (3,4, 2, 1, 5) sunt permutdri ale multimii {1, 2,3, 4, 5}.
wiie Cu elementele multimii {((, %, &8} putem forma 6 permutari diferite:
(€5, @), (( & 5, 0509, 6.0, @20, @ (5.
Reprezentarea (( &% nu este o permutare deoarece nu este dati ordinea elementelor. Intr-o permutare

cu n elemente, fiecare element trebuie sd ocupe o anumitd pozitie

Notiunea de permutare

in cele ce urmeaza ne vom ocupa de permutdrile multimii
finite de numere naturale 4 = {1, 2, ..., n}.

Fie @ : 4 — A o bijectie a multimii 4 si notam ¢@(1) = i,
©(2) = i,, ..., (n) = i,. Functia ¢ poate fi reprezentatd printr-un
tablou cu doua linii:

2- 3 oL T
O s e ) ok
R N IR T
prima linie indicd pozitia k pe care se afla elementul i, din linia

a doua, sau, cu alte cuvinte, locul ocupat de elementul i, in sirul
BN (13 do5. 57 i)

Definitie.

Fie multimea 4 = {1, 2, ..., n}. O functie bijectivd 6: 4 — 4
se numeste permutare de gradul n. Multimea tuturor |
permutdrilor de gradul n se noteaza cu S,. Permutarile din S, le l;
vyom nota cu litere grecesti: @, o, T, ... (citim: fi, sigma, tau, ...) ‘

O permutare ¢ € S, poate fi notata prin:

R el e
0- = . .
AV P S T

sau
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numerotatd de la 1 la n.
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i) (123 4)

345
354
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k) (134 2)

'} In cate moduri se pot clasa 4 elevi
care participa la un concurs sportiv, daca
nu sunt 2 elevi pe acelasi loc in clasament?

!’ Care dintre urmitoarele tablouri
reprezintd permutari?

1:2:3
b) {321

) Scrie toate permutdrile din S,.

B R S



Observatii. Completeazd permutirile:
¥-O permutate o este o functie bijectiva si, ca urmare, toate Fop T
elemetitele o(1), o(2), .., a(n) sunt distincte si apartin multimii a) (P=[ j
el 2; ot In clasa a X-a s-a demonstrat cd numirul de functii
bijective definite pe o multime dati, cu n elemente, cu valori in VRl e
vefi211)

£ 0 ST NEE T <

aceeasi multime, este n! (citim: » factorial).
S, multimea permutarilor de grad n, are n! elemente.
n

]

e AR S

=R S ) 1=(2 3 5 4 7).
Céte elemente au multimile de
Compunerea permutirilor. Proprietiti permutari S, S, si 5;?

Scrie toate permutdrile o din S
Fie 0, 1 € S doud permutdri de ordinul n. Permutarea oot pentru care o(2) = 3 si o(3) = 4.

Ao 3 ) = k)). Yk =17 s : N
este definitd prin relatia (oo 1)(k) = o(7( ), n si se numeste Fie permutdrile de gradul al 3-lea
produsul (sau compunerea) permutdrilor o, T (in aceasta ordine).

AL 0 SR O DG
Daca o:[ GRS jm:( e j T gL o e
o(l) o(2) .. o(n))’ o A 17 S R T

a) Determind o7, 10, 62, 03, ¢*, o, o

: [ 1 2 n J b) Determind p € N’ astfel incat o7 = e,
atunci cot= :
o(t1) o(t(2)) ... o(t(n) %8
; y unde e = A
Produsul oot se mai noteazi ot . 2 s
Notdim: cec=0c0=0"; ¢’ =¢’c; o* =c’6,..,0"" =",

Care egalitate este adevirati?
Yn € N*, <

- b 28-S0 305 '3 R RZE 3
Nu are sens sa vorbim despre produsul a doui permutari de & AL D e SNSRI S e
ordin diferit (ele fiind definite pe multimi diferite).

12341234_1234
Sa consideram permutdrile de gradul al 4-lea e A ks | N2 W A O A, s i o
I el MRS ; Yin
o= = Fie permutdrile:
s SNl e ALl P 3
AT Rl
Produsul oot este permutarea = :
PANLE M |
I 2)3 4Y(F 2 43 4 1,2 '3 4
OoT= (e} = -
PR A MR R W S el ML i B U1 TR S
ZECH G )<
P2 3i- 4 (1505480 4 I8 SRR =7
ToO = o =
il = AT o QR R L 1 3 2L

SR G
Jitsende buae

Calculeazi: o1, 10, 609, @0, @1,
| (c1)0, o(19), o(to), o1, ot

Se observa ci cot#10g.

5 130200 3= AN 93 AN W 90 BN
Or—= O.6l= =
PRI 0 R 1R i S k! =32
AT R b B P B LS ER R
O =0 0= =
43002 AR T 3 31 4 2

Proprietatile inmultirii (compunerii) permutdrilor rezultd din
proprietatile compunerii functiilor bijective.

Fie permutarea ¢ € S,

[ Dt SRE

4 1 2 3

a) o?, 0’0, o0%;
b) 63, 0’0, co?.

4 EEE——

j . Determina;




Tnmultirea petmutdrilor este asociativd.
Vo, 1,0€ S, o(10) = (o1)0

12
Permutarea e =
J i)

de gradul n, este elementul neutru pentru inmultirea permutarilor:
Voe S ,ec=0e=0.

n e : e
J, numitd permutare identica
n

Pentru orice permutare o € S, existd permutarea notata
o -, numita inversa permutdrii o, cu 60 = 0 'o=e.

Observatii.
Compunerea permutdrilor nu este comutativa. Mai precis,

oricare ar fi n > 3, existd ¢, o permutéri de gradul n cu @c # 6.
izt —n —1\n i
o'=e; 6 "=(c")",VnelN;
se poate ardta ci ¢°c” =5’ si (¢ Y =6",Va,bel.
Inversa unei permutari o : 4 — A este chiar functia inversa
o': 4 = A asociatd functiei bijective o.

i 11 21 3 4 s o 1+#2 3 4
1) Fie o= ;atunci ¢ = .
AR 2HS D 131 il
Verificare:
I8 IFEEDRB ISR (i PR B3RS 1552 e300
(e]0) = = T
AT S 05 SR S203 1 s 2535 Lk
=, [F=ior aEER AN (HGERP s 3amd =230 4
o o= =
2 3 4 1)l4 1 3 EpEssai=A

Sa calculdm o2, o, o*, o’.

SE A S ek MR IR R AR s e e
o = ’G: O =€
U S SD By Al abalaas o Hira

deunde 6’ =o', o° = o, deoarece ¢’ -c=e i
bl ]

e R
53 4 g g v i
Solutie.

TR SRR Y s R R MU ki Ol R oA ) PN 1 g e
G: - — -
Ol rgligcr sl s 95 1 Be s a2 s

S 4
0 =0 ' 0=¢:-0=0-

1
2) Sa rezolvam ecuatia 0[2

'1) Fie permutérile ¢, 7, 0 € §:

1s =245 3 g
Ok= » T si
DE = LA
<24 3
e:
[3 1 2}‘

Determina:

a) ot; (o0)8; (B81)0

b) to; o(10) ; 6(10)
Ce observi?

Aratd cd o°1° #(o1)’.

Fie o, T, ¢ permutdri din § .
Arata ca:
or1=10< ot’=(01)%
oT=00p & 1T = 0Q;
TO=00<T=0.

_ 1502 3054
) Fie o= =iV
4203

Determind p € N* astfel incat o# = .

Notdm permutarile de gradul al
3-lea cu:

= 2 a3
S deu T TRoTate

LA e (123
255 L fioos e Rt T bl

{12 s _(123
g Toaulol RSt i

AN

Completeaza tabelul de mai jos,

pundnd in fiecare patritel pe linia i si

1 coloana j produsul o.0;:
i =t

€ |0y |0n |03 |04 |Os
e 03

O
02
O3 (07)
04 |04

Os5




Inversiuni, semnul unei permutiri

Fie o: 0 Berrhutére de g}ad n ne _N-,. nz2 §_1 ;
Gz[ L i RS ¥ J Perechea ordonatd |

o) 6Q) .. o6) . ofj) .. o) |
(4, j), 1 <i<j < n se numeste inversiune a permutdrii ¢ daca [
o(?) > ofj). Notam cu m(o) numirul tuturor inversiunilor permutirii o, |

P  Jid

1 2 M S
o) o(2) .. cs(n)]’
inversiunea (i, j), i < j este o pereche de elemente din prima
linie pentru care in linia a doua avem o(i) > o()).
283
] &

siunile (1, 2) si (1, 3). Perechea (2, 3) nu este inversiune a
permutdrii o, deci permutarea ¢ are doud inversiuni (m(o) = 2).

Observam cd, intr-o permutare o =[

1.
Permutarea de gradul al 3-lea, G:(g J, are inver-

Observatii.
Permutarea identicd e are 0 inversiuni, deci m(e) = 0.
Reciproc, daca m(o) = 0, atunci o este permutarea identica.

=2 SRS RES Y
Permutarea ceS,,6= cu
R el SR

ok)=n-k+1,Vke {1, 2, .., n} are numarul maxim de
inversiuni posibile deoarece toate perechile (@, J), i <Jj sunt inver-

n(n—1)

siuni pentru o. Ca urmare, m(c) = =C; este numdarul

tuturor submultimilor de doui elemente dintr-o multime de n
elemente. Pentru orice permutare ¢ € S avem 0<m(c)<(C2.

Numirul g(o)=(-1)" se numeste semnul
(signatura) permutdrii o, unde G € Sn. '

Semnul unei permutiri este +1 say —1 si €:8 —{-1,1} este
functie.
. Permutarea o € Sn este pard, respectiv impard, J
dacd are un numdr par, respectiv impar de inversiuni, adici j
e(c) = +1, respectiv g(c)=-1. .[

i IR e =UAGSS
Fie 6=
46 Bl

cate ori fiecare element este mai mare decat unul dintre
succesorii sai. Dupd primul element, 4, urmeazi elementele maj
mici 3, 2, 1; dupd 5 urmeazai tot trei elemente mai mici; dupa
3 urmeazi doud elemente mai mici, 2 si 1, iar dupa 2 urmeaza
un singur element mai mic, 1. In concluzie, numarul de
inversiuni ale acestei permutiri este m oS8! 3 N RNy
deci €(0) = (-1)° = -1. Permutarea & este o permutare impara.

6

J . In linia a doua numaram de

+%1 Scrie toate inve

iunile permutarii

o

1234J

o€ s, G\—‘( :
4TSNS 2

A

15 Fie permutarea de ordinul al 7-lea,

bedind S8 0.6, T
c= ;
Sl AN S
Care dintre urmatoarele perechi sunt
inversiuni ale permutirii o ?
(12), 14, 16, 24,
67, 23), @35

G 7,

173 Scrie toate inversiunile permutirii
L2 o S AmB2le | 3
G = i
Al el Ak 56,
%) Scrie toate inversiunile permutdrilor
1612 N30 458
o=
UK [ e RS
3 45
B2 el

ooy o gL
@_13245_

Cate inversiuni au permutirile o, 7, @?

Lol
Il
N
W =
L )

19) Determind numéru! inversiunilor
permutérilor 6, 7 € S

(12345
® —= .
S 3 e

L2434 °5
Tl :
543 21

20 Determind semnul permutirilor




= @y Saictoate inversiunile, permutarilor:
Y o) RV
: a) o= ;
A 205 593
F52 4 5
b) 1= :
s | 2
SRR 3
O s el

Cite inversiuni au fiecare din permutdrile o, 7, ¢?

: e
@ . Fie permutarea G € S,, 0= :
A= f) 1R

Determind: a) 02, 6’0, 002, b) a*, 0’0, oc’.

12
@ . Fie permutdrile de gradul al 2-lea: e =(1 2) si

g

R
0=[2 1). Completeaza tabelul ala- e

turat, punand in fiecare pétritel com-
punerea dintre permutarea indicatd de
linie si cea indicatd de coloana.

Realizeazi un astfel de tabel pentru permutarile
de gradul al 4-lea.

@ . Calculeazd permutrile ¢, o, 1, daca:
1234y (1:2.3°4 12340_1234
23147 \3421)2314)73421)

123411234 1234
2314)3421) 4213)
@ . Pentru fiecare ceS,, determina:
min{k € N* | 6" = e}.

@8 - Arati ci pentru orice 6 S, , n € N* exista k
€ N* astfel incat ¢* =e.
&

Determind permutarea © €S, pentru care suma
n
So =Zakac(k) este:

Se dau numerele reale a <a, <..<a.

k=1
a) minimd;  b) maxima.
@3 . a) Arata ca, pentru orice permutare 6 € S,
= o(i)—o
semnul permutdrii ¢ este &(o)= H c)-oL/) )
1<i<jsn I~ .]

b) Vo,1€S,,e(0-1) =€(0)-&(7) -

{

@  Fien>2i,j€ {1,2,3, .., nj},

k,pentruk#i, k#j

i #J.

Permutarea T; din Sn, 1,(k) =< Jj, pentru k=i
i,pentruk=j
se numeste transpozifie (se mai noteaza si (i j)).
Calculeazid numirul de inversiuni ale urmatoa-
relor transpozitii din S

(12, @24, (@0)5s), (1 6), (3 6).

@ . Ce transpozitii de ordinul 4 nu se afld in
multlmea {1 2); (13); (23);(24); G4}?
Care sunt transpozitiile de ordinul al 5-lea?

@  Fie (i j) € S, o transpozitie de ordinul 7.
Arati c3 (i j)* = e, adicd orice transpozitie este pro-
pria sa inversa.

@ . Compune permutdrile:

ST AT B
e e

b12_1234567
S e e

eeal
3R e A e
T R cadl
d57'1234567
D P A T T -1 5 .3

Ce observi?
: 1234567
. 'F‘e"‘(z 47615 3)‘
a) Calculeazd (1 2)o.
b) Calculeazad (2 4)(1 2)o.
¢) Calculeazd 3 7)2 4X1 2)o.

d) Calculeazi (4 6)(3 7)(2 4)(1 2)o. Ce obtii?
e) Scrie o sub forma unui produs de transpozitii.

@3 . Demonstreazi ci orice permutare de ordinul
n se descompune in produsul a cel mult » transpozitii.

@3 - Aratd cd orice transpozitie este impara.
o1 3)(2 3)(4 5=

‘. Calculeaza permutdrile o, T € S,, daca:
e, (1 3)(2 3)(4 S)t=e.

. Afld permutarea t e S,, in fiecare din cazurile:

a) () +1=12)+2=..=1(n)+n;

b) 1) -1=1(2)-2=..=t(n)-n;
() 2 _un)

e e



